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47311

Arkusfunktionen untersuchen

Hinweise

Beim Ableiten verwende ich folgende Formeln:

1
N
24/x
. , 1
arcsin(x)' =
1-x2
. -1
arccos(x)' =
1-x
. 1
arctan(x)' = 5
1+ X

Dannist z. B.:

bzw. bei Verkettung:

bzw. bei Verkettung:

bzw. bei Verkettung:

bzw. bei Verkettung:

1
arcsin(x/;)' = (&) 2Vx__ L

Ausfuhrliche Hintergriinde im Text

und in

2 X 2hix

arctan(u)' =

Kurze Ubersicht zu den Arkusfunktionen:

Umfangreiche Funktionsaufgaben in

1+u

47301

47305
47320
47321.
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47311 Arkusfunktionen untersuchen 3

Aufgabenblatt
Aufgabe 6 Stelle f als Wurzelfunktion dar. Gib Definitionsbereich und Wertmenge an.
Skizziere die Graphen der Funktionen.
a)  f(x)=sin(arccos(x)) b)  f(x)=cos(arcsin(x))
c)  f(x)=tan(arccos(x)) d)  f(x)=tan(arcsin(x))
e)  f(x)=cos(arctan(x)) ) f(x) = sin(arctan(x))
Aufgabe 7
Bestimme die Definitionsbereiche und die zugehérigen Wertmengen. Skizziere den Graphen von f.
a) f(x):arcsin(%x)+% b) f(x)=—arccos(x—1)+n
c) f(x) =arcsin(x-1)-2 d) f(x) = x +arccos(x)
e) f(x)= arcsin(x) —v/x f) f(x)= arcsin(x? - 2x - 3)

Aufgabe 8 Bestimme die Definitionsbereiche, Wertmengen, Asymptoten, senkrechte Tangenten.
a) f(x) =arccos(%) b) f(x) =arcsin(Inx) c) f(x) = arcsinv4 — x°

Zusatz: Zeige, dass die Graphen in d) und e) eine Spitze besitzen:

X] e) f(x):arccos( - 2 ‘Xj
e +e

f(x) = arccos(arctan(x))

d) f(x)= arcsin[
e +e”

f) f(x) =arcsin

X
g)
\/x2+1

Aufgabe 9 Berechne die Ableitung der Funktion und gib ihre Wertmenge an.

a) f(x)= arctan(xz) b) f(x)= arctan? (x)
c) f(x) = x-arcsin(x) d) f(x) :gs(x) e) f(x):arccos[\M—xz}
t) f(x) = \/arccos(x) 9) f(x):arcsin[:: ;:_zJ

Aufgabe 10  Berechne zwei Ableitungen
a) f(x) :t-arcsin(%j by  f(x)= 2~arcsin(§j— 4-x?
) f(x):arccos(1—x)—\/2x—x2

) f(x):%~arctan1_2):(

o

2
c) f(x):%~arcsin(?j+§ t? — x2

e) f(x) =arcsin 5

X
\/x2 +16

9) f(x) :arctan,/FTX—\/x—x2 h) f(x):arctan(x~\/x+1) (nur 1 Ableitung)
Aufgabe 11

Beweise, dass der Graph von f(x) = arccos punktsymmetrisch ist zu Z(1]?).

x—1
\/x2—2x+2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 4

Losungen zur Aufgabe 6

a)  [f(x)=sin(arccos(x))

Man benétigt: arccos(x) = arcsiny1- x? (Siehe Text 47301 Seite 23)
Also ist sin(arcsin\/1 ~x? ) = \/1 ~x? 3
cos“(][)

0.7227342478
Ergebnis: f(x) = sin(arccos(x)) = v1- x? sin (ans)

0.6614378278

. . . . 3. . 3)) _ 9 9

Zahlenbeispiel: Essei x= 7 sm(arccos(4)) =./1 16 1-35

0.6614378278

Berechnung mit CASIO ClassPad:

Immer beachten: Die Giltigkeitsbereiche der Formeln missen untersucht werden

Linke Seite: Der Definitionsbereich fiir arccos ist D,ccos = [—1 1], die Zwischenwerte
sind aus W,ecos =[ 0; 7 |, und die Funktionswerte von

f(x) = sin(arccos(x)) sind dann aus W =[ 0;1]. ( by
Rechte Seite: Der Definitionsbereich von g(x) = v1- x? entsteht so: /*-\
X
1-x*20 o x*<1 & |[x<1 o -1<x<| . -
-1 0 1
Man erkennt Ubereinstimmung in D =[-1;1]. k

Das Schaubild dieser Funktion ist der obere Halbkreis um den Ursprung mit Radius 1.

b)  [f(x)=cos(arcsin(x))

Man benétigt: arcsin(x) = arccos V1- x? (Siehe Text 47301 Seite 23)
Also ist cos(arcsin(x)) = cos(arccos V1- x?)=V1-x2
Ergebnis: f(x) = cos (arcsin(x)) = V1- x?

f hat den Definitionsbereich D =[ —1;1] und die Wertmenge W =[ 0;1].
Das Schaubild ist identisch mit dem aus Teilaufgabe a)

4 A N\
c)  |f(x)=tan(arccos(x))
4..
l 2
Man bendotigt: arccos(x) = arctan*="—  (Siehe 47301 Seite 23) 31
l 2 4
Also ist tan(arccos =tan[arctan x szTX 2
1..
Ergebnis: f(x) = tan(arccos(x)) = 1 x x

Definitionsbereich fiir die Wurzelfunktion: D =[ —1;1]\{0}

Definitionsbereich fiir arccos(x): Dgreeos =[~1;1] mit den Zwischen-
werten aus Wy o5 =[0; n] . Die Tangenswerte dazu wiederum sind nicht

definiert fur Z: tan(arccos(0 >@ Also ist Df =[-1;1]\{0} .

J

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen

d)  |f(x)=tan(arcsin(x))

Man benotigt: arcsin(x) = arctan (Siehe 47301 Seite 23)

1-x

) Kl

Also ist f(x)= tan(arcsin(x)) = tan[arotan

\/1i(x2]:\/1i(x2

Definitionsbereich fiir die Wurzelfunktion: ~ D=]-1;1]

Definitionsbereich fiir arcsin(x): D,esin =[—1; 1] mit den Zwischen-

werten aus Wy gin = [—% = J . Die Tangenswerte dazu sind definiert.

Also gilt fiir beide Funktionsterme D =] -1;1[ und die Wertmenge W =R.

e)  |f(x)=cos(arctan(x))

1

\/1+x2

Also ist f(x) = cos(arctan(x)) = cos(arccos

Man bendétigt: arctan(x) = arccos (Siehe 47301 Seite 23)

1 J: 1
\/1+x2 \/1+x2

Der Definitionsbereich fur die Wurzelfunktion ist D =R, die Wertmenge ist W

]0;1].

Die Funktion arctan(x) hat ebenfalls D = R, und liefert Zwischenwerte aus ] —% ; % [

was dann Gber die Kosinusfunktion zur endgiiltigen Wertmenge W =] 0;1] fiihrt,

Die Formelgleichheit gilt also in D =R. y

) f(x) = sin(arctan(x))

Man benotigt: arctan(x) = arcsin (Siehe 47301 Seite 23)

X
\/1+x2

Also ist f(x) = sin(arctan(x)) = sin{arcsin

X J: X
\/1+x2 \/‘I+x2

Der Definitionsbereich fur die Wurzelfunktionist D=R.

Die Funktion arctan(x) hat ebenfalls D = R, und liefert Zwischenwerte aus } —% : % [

was dann Uber die Sinusfunktion zur endgiiltigen Wertmenge W =] —1;1[ fiihrt.

Die Formelgleichheit gilt also in D =R.

4 ['Y R

A Eal

Friedrich Buckel
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47311 Arkusfunktionen untersuchen

Aufgabe 7

Bestimme den Definitionsbereich fiir die Funktion f und die zugehdrige Wertmenge.

Skizziere den Graphen von f.

a) f(x)=arcsin(3x)+2

arcsin(u) ist definiert fir ~1<u<1, d.h. 1<%
Wertmenge von arcsin(%x) : W= [—% : % ]
Wertmenge von f(x) = arcsin(%x)+%: W; =[0;n |

Durch diese Folge von Abbildungen entsteht der Graph von f:

; - Streckung in . .
K;: y=arcsin(x) | x—Richtuﬁg Ky: y= arcsm(%)
mit Faktor 2

Verschiebungin

y—Richtung
um 7/2

Ky: y= arcsin(§)+

s
2

b) f(x) =—arccos(x—1)+n

Durch diese Folge von Abbildungen entsteht der Graph von f:

Spiegelung an
der x—Achse

Ky : y = arccos(x)| K, : y =—arccos(x)|

Verschiebung um 1
nach rechts (v )

> ‘K3: y:—arccos(x—1)‘

Verschiebungum 7
nach oben (v, )

|K4 Dy= —arccos(x—1)+n|

Damit wird aus dem Definitionsbereich D; =[ —1;1] von arccos

der Definitionsbereich von f: D=[0;2].

Oder so: Definitionsbereich fiir y = arccos(u): -1<u<1
Das heit -1<x-1<1 |[+1 ergibt 0<x<2.
Wertebereiche:

W]=[0;TC]—)W2=[—TC;0]—)W3Z[—TE;O]—)W4=[O;TC]

c)  f(x)=arcsin(x-1)-%

Dir Kurve y = arcsin(x) wurde dabei um 1 nach rechts verschoben

und um % nach unten.

Damit entstand aus Darcsin =[-1:1]

Warcsin = [_% ; % } W; = [_7T ; O]

D; =[0; 2]

und aus

Oder so: Bed. fur arcsin(u): -1<u<1 d.h. -1<x-1<1
Ergibt: 0<x<2 = D;=[0;2]

| +1

-

3

Spieg.

]
Mt

e R et e S S

&

y=arcsin(x)
X

\ K

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 7
d) f(x) = x +arccos(x) Bilderzeugung durch Ordinatenaddition:

Die Abb. enthalt die dunkelblaue Kurve K, vony = arccos(x) [~ v N\

durch die Punkte A, B und C. : m

K
Ferner die Ursprungsgerade y = x von A'bis C'. A* 1
B*=B
Addiert man an den Stellen -1, 0 und 1 die y-Koordinaten K, "
*:Cu
der roten Punkte, entstehen die blauen Punkte A*,B*,C* = )
die zum Graphen von f gehéren. 2 1 0 IC 2
ac
A
Esist D=[-1;1 und W =[n-1;2]
In B* hat K eine waagrechte Tangente, \ J

Beweis durch die Ableitung:  f'(x)=1-

1-x2
B ist sogar Terassenpunkt.
f(x) = arcsin(x) - v/x 4 Ty N\
Bl
Definitionsbereich: D =[0;1] . =1
Die Abbildung zeigt 1,25+ 1
I
Ky: y = arcsin(x) 1
1..
Ko: y= \/; \ 2
|
Ks:  y=arcsin(x) ~Jx 0,751 :
Fur K; ermittelt man einige Punkte durch 0,5t B

Ordinatensubtraktion.

0,251

Beispiel: Die y-Koordinate von Az entsteht durch
durch Subtraktion der y-Koordinaten von .
Aq und A,. -0,25 A

’

0 ws

Dasselbe gilt fiir die B-Punkte. /_/0’25._\4},,\ Ks
11 2x-1-x8 \ '
V1-x? 2x 2xV1-x?

Man erkennt, dass f' die Polstellen 0 und 1 hat. Der Graph von f hat also im Ursprung und in

=

i

w
o ————

N

Ableitung: f'(x)=

B; je eine senkrechte Tangente.

Berechnung des Extrempunktes mit waagrechter Tangente:

f'(x)=0 < 2Ux-V1-x%2 =0 o 2Jx =V1-x°

Quadrieren: 4x=1-x> o x2+4x-1=0
-4+ -4+ +
e = 4_\2/1 6+4 _ 4‘2@;4‘22*/5:—21\5

Die Stelle —2-+/5 liegt auBerhalb des Definitionsbereichs.
Extremstelle ist also xg =—2++/5 ~0,236

mit dem minimalen Funktionswert: yg = -0,24755

Damit kennt man die Wertmenge: W= [—0, 24755 f(1) =2 -1~ 0,5708}

Friedrich

Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 8

f)  f(x)=arcsin(x* -2x - 3)

Hier wird f als Verkettung von u=h(x) = x> -2x+3 und y = g(u) =arcsin(u) gebildet.

(1) hhat den Definitionsbereich D, =R. Das Schaubild von h ist eine nach oben geéffnete
Parabel mit dem Scheitel (Tiefounkt) S(1]-4). Also ist die Wertmenge W, =[—4, = |[.

(2)  g(u)=arcsin(u) stellt die Funktionswerte von f aus denen von h her und hat den
Definitionsbereich Dg=[-1;1].

h(x)

Die Funktion g(u) = arcsin(u) kann nur Zahlen verarbeiten, die einerseits in Dy liegen und
andererseits von h geliefert werden, also aus W, stammen und somit in der Schnittmenge W, nD,

liegen. Die Frage lautet nun: Fir welche x €D, liefert h Werte, die in [—1 i1 ] liegen?

Bestimmung des Definitionsbereichs von f:

Fir g(u)=arcsin(u) gilt:  —1<u(x)<1.
d. h. 1<x®-2x-3<1

Berechnung der Randwerte:

2+J4+8 =2iﬂ =212\/§=1i\/§

(1 x*-2x-3=-1 & x*-2x-2=0 & xyp=

2 2 2
2 x2-2x-3=1 & x2-2x-4=0 & x3,4=2i216=2i;@:2i22*5:1¢\/§
Alsogilt  -1<u(x)<1 fur 1-v5<x<1-+/3 ODER fir 1+v3 <x<1++5
Ergebnis: Df:[1—\/§;1—\/§}u[1+\/§;1+\/§].
Berechnung der Randpunkte: 2"y

. . pa pjo
x4 =1-/5 ~ -1,236 mit u(1—\/§):1 und f(x4)=arcsin(1)=7 14 y=)
Xp =1-+/3 ~ -0,732 mit u(1-+/3) = -1 und f(x,) = arcsin(~1) = - % . .
X3 = 1+/5 ~ 3,236 mit u(1+\/5):1 und f(x3)=arcsin(1)=%
Xq =1++/3 2,732 mit u(1++/3) = ~1 und f(x;) = arcsin(-1) = -2

y=u(x)

P4(1—\/§|%n) Hochpunkt P2(1—\/§|—%n) Tiefpunkt.
P3(1+\/§|%n) Hochpunkt P1(1+\/§|—%n) Tiefpunkt. \_ Y,

Der Graph besteht also aus den zwei leicht gekrimmten (blauen) Linien P;P; und P,P,

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 9
Aufgabe 8 Bestimme die Definitionsbereiche: 4 I’ )
’_/Jﬂc a1 i
a) f(x)= arccos(%) . y=arccos(1/x)
Der Definitionsbereich von arccos(u) ist D, =[-1;1] S S A ——
M}. 0 1 2 3 4 5
Damit u(x) =% diese Werte erreicht, muss gelten: w3
—1<1 <1 ;
X \ J
1. Fall: —1$%<0 | - x(<0) —x21 & x<-1 (x ist hier negativ!)
2. Fall: 0<%s1 | x (>0) 1<x < x2>1 (x ist hier positiv)
Definitionsbereich: D=]-0;-1]u[1;0[ bzw. D=R\|-1;1]
Zusatz:
1)  Die Randextrempunkte sind A(-1|n) und B(1]0)
Das Schaubild hat die waagrechte Asymptote y = % fir x — *©
denn es gilt lim arccos(<) = lim arccos(u) =2
g X—>+00 (X) x—0 ( ) 2
Also folgt: W= [0; =\ {5}
1
. u' v 1 1 1
2)  Ableitung: f'(x)=- =X = — = =
\/1—u2 \/1—% NN = PN N |x|\/x2—1
X X
x|
f' hat die Polstellen x =+1. Das bedeutet, dass der Graph von fin A und B je eine
senkrechte Tangente hat.
b) f(x) = arcsin(Inx)
Der Definitionsbereich von arcsin(u) ist D, =[-1;1]
Damit u(x) =In(x) diese Werte erreicht, muss gelten:
“1<Inx<1 d.h. e '<x<e
Also ist der Definitionsbereich: D = [e_1 ; e}
Die Randextrempunkte sind A(e_1 |—%) und B(e | %)
Zusatz:
1

X 1

V-2 \/1—(In(x))2 x-1=(In(x))?

Ableitung:  f'(x

DainDgilt x>0, ist f'(x)>0. Weil fin D stetig ist, wachst f dort streng monoton.

Also ist der Wertebereich W = [—% ; %]
In den Randpunkten hat der Graph jeweils eine senkrechte Tangente,
denn f' hat die Polstellen dort, wo gilt

1—(In(x))2:0 o (In(x))2:1 o h(x)=t1 < x=e xp=¢€

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 10

c) f(x) :arcsinm e “y R
Der Definitionsbereich von arcsin(u) ist D, =[-1;1] o~y
Damit u(x) = W diese Werte erreicht, muss gelten: ) o}q/ 1 ; S ?=f(x)
A<VA—x2 <1 dh 4-x2<1 o X223 | | .
Das filhrtzu x<—/3 und x>+/3. 5_2} 1 0 1 EZD_'
Zusatzlich muss man den Definitionsbereich von u \_ V3 o J

4-x%220 o x*<4 o -2<x<2

D =[-2;-V3]u[V3;2]
A(—\/§|%) und B(\/§|§)
C(-210), D(21]0).
w=[0:3]

erkennt man, dass f' bei x = +2

berlcksichtigen:
Daraus ergibt sich der Definitionsbereich fir f:
Die Randextrempunkte sind
und aufderdem die Punkte
Die Wertmenge ist daher

1 =2X _ —X
\/1—(4—x2) 24X x?-3Va-x

und bei x =+/3 Polstellen hat. In A, B, C und D hat also K senkrechte Tangenten

Aus f'(x)=

4 A N
d) f(x)= arcsin[Lj y
X —X
e* +e
Der Definitionsbereich von arcsin(u) ist D, =[-1;1]
1. Methode:
Untersuchung der Hilfsfunktion 2
A
u=h(x)= 2 :2-(ex+efx) N~
e+
2 X X
h'(x) = —2(ex +e_x) -(ex —e_x) = _2e—e2
(ex + efx)
Extremwert: h'(x)=0 < e*=e™ |.&* o e®=1 o 2x=In1=0 < xg =0
e +e 1+1 2
Firx>0iste*>e™ = h'(x)<0 = ufallt streng monoton.
Firx<Oiste* <e™ = h'(x)>0 = uwéachst streng monoton.
X —X
Grenzwerte: lim h(x) = lim = lim 2:¢ _im 2% ___20_
X—>0 Xx—oa” + e -

X
lim h(x)= lim _ _ jim 2¢ 20 _,
X—>—00 X—>—00 ex + eix X—>—00 (ex + efx)_ ex X—>—00 e2x +1 0+1

Damit erkennt man W, =] 0;1], Die Werte von h passen alle zu D..

Das heil’t D =D, =R

Friedrich Buckel
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47311 Arkusfunktionen untersuchen 11

2. Methode: Bedingung fiir den Definitionsbereich: -1< < 2 ~ <1
e” +e
2 2
Da ———— >0 , muss man nur ———— <1 untersuchen.
eX+e7 e +e”
Dies bedeutet: 2<e*+e* | .
2
2e* < (ex) +1
2
0< (ex) —2e% +1
2
Die rechte Seite ist (ex —1) und daher stets 0.
Daher ist die Ungleichung fur alle x e R erflllt, d. h. D; =R
Berechnung der Wertmenge von f:
Dazu bendtige ich die Ableitungsfunktion: (Es wird jetzt ganz schwer!)

f(x)= arcsin(L] schreibe ich zuerst um in f(x) = arcsin(u) mit
eX+e”*
_ 2 _ X —X -1
u(x)_m—z(e +e )

Die Kettenregel verlangt f \/_

Dabeiist  u'(x)=- (e ‘e x) ( ) .eX_—exz "
(e +e’x)
Also folgt:
e (R L P S on|
ey ([ (e
f'(X): —2(ex+e*X) . (eX_e—X) ) _2-(ex+eix) | (eX_e—x)
-2-(e*+e7) _(ex‘efx) ~ -2 .(ex_efx)

f'(x) = =
e —[2]+ e (ex +e ¥ )2 \/e2X - 2 +e X (ex + eix)

Diese Funktion ist fir x = 0 nicht definiert, denn e?—e?=1-1=0.

Zur weiteren Vereinfachung macht man eine Fallunterscheidung:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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12

X —X

X e*—e

—X

Ist x > 0, dannist e*>e* und e*-e* >0, also

5 (ex—e_x) M -2
x (ex+e—x) M(ehe X) e re X

Also fallt f fir x > 0 streng monoton.

f'(x) =

e“+e

X und e¥-e*<0,also [eX-e7¥

Istx<0, dannist e*<e = (ex—e_x):

2 (ex‘e_x): 2 M 2
_X (ex+e_x) _M(ex+e X) e’ +e*

Also steigt f fiir x < 0 streng monoton.

f'(x)=

e“+e

Berechnung von Grenzwerten:

>0

lim f(x)= lim arcsin(u)=0 und f(0)=arcsin(1)=7% ,
X—>+to0 u—0

Weil W, =]0;1] gilt, also 0<u<1 gilt, istf(x) sicher psitiv.

¥y =

AuRerdem gilt:

lim f'(x):_—2=—1 und  lim f'(x):izm :
x—0+ 1+1 x—0- 1+1

KN
[ y:ar?sin(u)

d. h. die Tangenten in der Spitze S(O [ %) haben somit die Steigungen 1 und -1 und bilden

damit einen rechten Winkel.
Damit hat bdas Schaubild von f be i x = 0 eine Spitze und somit den Maximalwert
2
f(0) =arcsin(——) =arcsin(1) =2
(0) o) ™

Ergebnis: W :J 0;%}.

Friedrich Buckel
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47311 Arkusfunktionen untersuchen 13

2 4 A )
e) f(x) =arccos| ——— y y=F(x)
X —X
e +e y=h(x)
Der Definitionsbereich von arccos(u) ist D, =[-1;1 ] %
Untersuchung der Hilfsfunktion t + + 4 >
) y 2 1 o] 1 2
X —X
u=h(x) = - 7X=2.(e +e ) q J
e +e
2 X X
h'(X)=—2(eX+e_x) -(ex—e_x)z—Z € -°
X —X 2
(e +e
Extremwert: h'(x)=0 < e*=e™ |.&* o e®=1 o 2x=In1=0 < xg =0
mit u(0) = 2 i:gz1
eo +e -0 1+1 2
Firx>0ist e >e™* h'(x)<0 = u fallt streng monoton.

Firx<Oiste* <e™ = h'(x)>0 = u wéachst streng monoton.

X x
Grenzwerte: lim h(x) = lim 2 _ im 2.e _ im 2e” 20 0
X—>00 x—20eX L g7X  x—>w (ex +e—X)_e—X x—>oo1+e—2X 1+0
X
im h(x)= im — 2 fm 2%y 28 2.0
X—>—00 X—>—00 ex+97X X%—oo(ex +e*X),eX X—>—00 e2X+1 O+1

Damit erkennt man Wy, =] 0;1], Die Werte von h passen alle zu D,. Das heiRt D =D, =R

Man kann auch so begriinden:

W, =] 0;1], denn der Graph von h ist symmetrisch zur y-Achse und lim h(x)=0.

X—>to0
Das Maximum liegt also bei x = 0 und ist h(0) = 1.

h liefert also Werte, die in D, liegen. Also kdnnen fir x alle reelle Zahlen verwendet werden:

D, =D; =R
Und es folgt: lim f(x)= lim arccos(u):% und f(0)=arccos(1)=0 ,
X—>Fo0 u—0
also Wf:[o;%[.
X —X X —X
SR T T . i M T G
V1-u? o4 (ex +e-><)2 eX-e™* (ex+e’x)
(e* +e7*)?
Es folgt: lim f(x):i:1 und  lim f(x):_—zz—1.
x—0+ 1+1 x—0- 1+1

Die Tangenten in der Spitze S(O [ 0) haben somit die Steigungen 1 und -1 und bilden damit
einen rechten Winkel.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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f) f(x) =arcsin X
VX2 +1 ( it 2 2
=f{x)
1. Methode fiir den Definitionsbereich von f: 1 y=h(x)
Der Definitionsbereich von arcsin(u) ist D, =[-1;1] 4 3 2 1 i 2 3 4 5
-1-.
Wertebereich der Hilfsfunktion h(x) = X . & J
X2 +1
Der Definitionsbereich von h ist D, =R
Grenzwerte von h: lim X lim X = lim

x
X0 [x? 11 X_’w\/xz(ﬂ%) X_>°°|X|\/1+%

X
Fir x > 0ist [x| = x, also: = lim = lim = =1
| | X—>°°X\/1+% X—>oo\/1+% \/1—0

X—>—00 ,X 1 , 1+ X—)—oo|x| l1+
Firx<O0ist |x =—x ,also = lim = lim =-1

o x JT s \/T J—

X2 e o 2x . A2 £ 1x2 11— ,/
h|(X):1x+1 2\/mx1x+1x+ X~ +1 x+1x 1

2 - 3
X741 (X2+1) X2+1 Vx? +1 \/x2+1
Da f stetig ist und h'(x) >0 ist fir alle x e R, steigt h streng monoton von -1 bis 1.
Daher ist die Wertmenge: W, =] -1;1]

; . — h _ . _ . 9 _ .
Wir haben also: ——> Wy = [-1;1[| < [Dg =[-1;1]——|W, —[—%%]
Weil folglich alle reellen Zahle Werte liefern, die im Definitionsbereich von g(u) = arcsin (u) liegen,
gilt: Df =R

X

x2+1

Da der Graph von h punktsymmetrisch zu O ist, geniigt die Untersuchung

\/é<1 & xs\/x2+1

Dies ist stets erfillt, da x% +1> x? ist.

<1

2. Moglichkeit: Bedingung: -1<

Also ist D; =R.

Aus W, =]-1;1][ folgt dann W; :J_%;%[

denn lim f(x)= lim f(u)=—% und lim f(x)=limf(u)=
X—>—00 u—-—1 X—>00 u—1

[NJE]

Damit hat K; die Asymptoten y = % (fir x > ) und y= —% (fir x > —0)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



47311 Arkusfunktionen untersuchen 15
g)  f(x)=arccos(arctan(x)) 4 : L y : \
I |
. . . . RL Tr 1
Die Hilfsfunktion h(x) = arctan(x) liefert | |
nur dann Argumente fiir y = arcsin(u) : +o7/3 :
solange gilt: —1<arctan(x) <1 | y=f(x) I
| e
-
Wegen arctan(x)=1 < x=tan(1)~ 1557 : |
(—=lan X
bedeutet das 1,557 < x < 1,557 T L. B I
-n -2n/3 : -n/3 0 w3 l2n3 =
i . x=tan( 1)
Also ist Dy ~[-1,557 ;1,557 | = T3 :
und W; =[0;n]. \_ } { j
Ableitung:
f'(x) = i . . 12: 1
\/1—u2 \/1—arctan2(x) 1+ X (1+x2)\/1—arctan2(x)

An den Stellen x = J_r%

ist arctan®(x) = 1, so dass der Nenner von f'(x) Null wird.

Dort hat also der Graph je eine senkrechte Tangente.

Friedrich

Buckel
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Aufgabe 9 Berechne die Ableitung der Funktion und gib ihre Wertmenge an.
a) f(x)= arctan(xz) arctan(u)' = 1 u = also f'(x)= 2X4
+u 1+x
Wertmenge: W= ] 0; % [
( ['Y N\ [}
(9a) A R N s o v e i e VLR B DY (3 IR
y=n/2 21 24
1t (9b) 14
— | N M N M N )T N — | S T (N T .
-5-4-3-2-1012345'L-5-4-3-2-1012345j
\ J
b) f(x)=arctan2 (x) f'(x) =2-arctan(x)- L .arctan(x) w =[ '“’—2[
1+ x2 1+ x2 4
1 Beipva) K An/2)
c) f(x) = x-arcsin(x) f'(x) =1-arcsin(x) + x
[ .2 11
1-x
Warcsin = [—% ' ] . Durch Multiplikation mit x entsteht W = [0 ; %J 1 - 1 s
. -x —1-arccos(x) 5 L J
arccos(x) _, 1-x X +V1-x“ -arccos(x)
d) f(x)=T f'(x)= 5 —— . -
X X“-V1=X
D=[-1;1\{0}, W=R\]yy;0[ -~ D ~
Die Funktion hat die Polstelle 0, der Graph also die senkrechte i
5+
Asymptote y = 0. Die Funktion f' hat die Polstellen 1 und -1, 4&
d. h. dort hat K; je eine senkrechte Tangente. 3i
Da die Gleichung f'(x) =0 nicht I6sbar ist, kann nicht wissen, 21:r
dass es einen Hochpunkt gibt. L'{ f
Hier hilft z. B. eine Wertetafel (etwa mit CASIO ClassPad). il il i fi il il |H
v1=cos™ (x) fx .z%
(Sehr ausfiihrliche Lésung dieser 209250 s B 3t
_ _ -0.9300 -2.9733 i
Aufgabe im Anhang auf Seite -0.9350 -3, 9723 1
-0.9400 ™
23 bis 26) 09500 za1zr ]
-0.9550 -2.9743 i |
o - J
e) f(x)=arccos[ 1—x2}
f'(x)—— 1 U 1 . 2x 1 X _i. X
1-u? \/1—(1—x2) wWi-x® @ Vi M 1o
Also gilt fir x > 0; f'(x)=- und fir x<0 f'(x)= !
1-x2 1-x2

Definitionsbereich: 1-x2 > <« x°<1 < x[<1 & -1<x<1

D=[-1;1]

Friedrich Buckel
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f(x) = /arccos(x)

f)

Fir alle x e [—1 ; 1] ist arccos(x) > 0. Somit kann man auch aus jedem Wert die Wurzel ziehen.

Der Definitionsbereich fiir fist also D =[-1;1].

' =1 4 A N
() o arccos(x) _ = 1 0 RL\ y
2\/arccos(x) 2\/arccos(x) 1-x2 . arccos (x) —E b
f fallt also streng monoton von f(—1) = \/arccos(-1) =+/n bis X
9 (1) = Jareaos () = Vr | )
f(1) = Jarccos(1) =+/0 = 0. -10 1
Die Randpunkte sind R (—1 | \/E) und Rg(1]0) ~ -
und die Wertmenge ist W = [0 ; \/ﬂ . P “.)“"“ —] N
X _ —X =t(x)
. [e"-e 1
g) f(x)= arcsm(ﬁ], ' y=h(x)
e" +e X
o % 3 a i 54
Die Argumentfunktion u=h(x)=———
X —X -1+
e’ +e
hat D, =R und ist stetigin R. g Ve 3 )
X _ o™X | mite’ 2x _ _
Randgrenzwerte: lim u(x)z lim € -° = lim © 1=u=—
X—>—0 x—>—0gX 1 g™* |erweitern| x—>—wg?X 41 0+1
e* —e X | mite” 1-e 2 1-0
lim u(x)=lim —— = lim =——=1
X—00 x—w0 X 1 g7X |erweitern| x—>x{4e 2% 1+0
2 2
(ex +e_x) —(ex —e_x) [ezx +2+e_2XJ—[e2X —2+e‘2x} 4
Wegen u'(x)= 5 = 5 = 5>0
(ex + efx) (ex + efx) (ex + efx)
wéchst u streng monoton von -1 bis 1. Also ist die Wertmenge der Funktion h: W}, :] -1;1 [
Und das Schaubild von h hat zwei waagrechten Asymptoten:
Fir x > —0: y=-1 undfir x >w: y=1.
Die Wertmenge von h ist Teilmenge des Definitionsbereichs [-1;1] von g(u) = arcsin(u).
Daher wird die Wertmenge von h zum Definitionsbereich von f: D =] -1;1]
Die Wertmenge von fist W = J —% ; % [ . Begrundung:
4 4
2 2
. (ex + efx) (ex + efx) (ex + efx)
. u 4 2
f'(x) = = = = > = >0
J1-1? 4 2 (ex +e’x) 2 eX+e™®

f wachst auch streng monoton, und zwar vom linken Randgrenzwert zum rechten:

X—>00

lim f(x)= Xirrjwf(u(x))

X—>—0

lim f(x) = Xli_n)wwf(u(x))zllji211arcsin(u) =1z

= lim arcsin(u) = -
u—>—1

I
2

Waagrechten Asymptoten Fir x —» —0: y= —% , Fir x 5 0: y= % .

Friedrich Buckel
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Aufgabe 10  Berechne zwei Ableitungen

A 1 1 [

a) ft(x):t~arCSin[%J, fi'(x) =t \/7’( \/1 \/t2 \/tz—xzz\/tz—x2

c)

L firt<0: f'(x)= —

Zur Berechnung von " schreibt man den Funktionsterm als Potenz, weil im Zahler kein x steht:

fi'(x) = sgn(t)- (t2 ~x? )_%

Firt> 0 istdann f'(x) =

—3
fi"(x) = —%~sgn(t)~(t2 —x2) 2 (-2x) = sgn(t);3
2 2
t* —x
. (x 2
f(x)=2-arcsm(§)— 4-x°f
1 1 —2x 1 X 1 X
f'(X)ZZ' c—_— = = + = = +
/1_%)2 2 2\/4—x2 \/1—"7 \/4—x2 \/4’4" \/4—x2

2+X

_ 1 X 2 X
%\/4—x2 \/4—x2 \/4—x2 \/4—x2 \/4—x2

Es gibt eine trickreiche weitere Umformung, wenn man den Nenner gemaf der 3. binomischen
Formel andert:

. 2+X 2+X V2+x-+2+x \/2+x

\/(2+x)(2—x) V2+x-42-x J2+x-42-x V2-x
Zweite Ableitung mit der Quotienten-/Kettenregel berechnen:

' 1(2- 1(2
Aus f(x)=\m = f'(u)zu— mit u:2+x = Uu'= (2-x)+ (2+X): 4 5
2Ju 2-x (2-x) (2-x)
4
(2-x)° 242 -x _ 2

f"(X): 24X - 2 B 3
25 (2 xfNETx TR

ti ¢ _x22_ 2ttt x|+t -2
20 - X 2\/t 2 2 -2 2 - X 2 - X

Die 2. Ableitung ist hier nur Schikane ....

f'(x) =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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d) f(x)=arccos(1—x)—\/2x—x2

Zuerst: arccos(1-x)' = ————— = - ! 1 1

1-u? \/1—(1—x)2 _\/'I—(1—2x+x2)_\/2X—X2
2! 2-2x _ 1-x
2\/2x—x2 \/2x—x2

und 2X — X

Daraus ergibt sich:

f'(x) = 1 1=x _ox _ox o ox Al
Vox—x2 Nox—x® Vax—x® x(2-x) IxV2-x J2-x

)

Man kann diesen Term auch so schreiben: f'(x) = (*)

Oder den Nenner durch Erweitern mit +2 —x noch rational machen:

KAZTx AxZox xR

fl(x)z\/ﬂ-\/ﬂ_ 2-x 2-x

Jx
Berechnung der 2. Ableitung aus f'(x) = mittels Quotientenregel.
? gaus () =5= 9
1 -1
Lyt B
f"(x) = 24x 5 2V2-x Erweitern mit 2-/x -+/2 - x
- X
i.ﬂ/z_x.z.\/;.ilz_ __71.\/;.2.\/;.1/2_)(
fn(x): 2\/; 2V2_X

(2—X)-2~\/;'\/2—X

£1(x) = (2-x) + x _ 2 _ 1
(2-x)-2-x V2-x  22-x)V2-xVx 550k

mit f'(x)=——= und u= X

X
Vx? +16 1-4? Vx? +16

2
12 16- 2 11616 X k2116
0 (x) = 2Vx® 416 _ Vx® +16

x2 116 (x2+16)-m

e) f(x) = arcsin

2 2
u'(x):(x +16)—x _ 16
3 3
\/x2+16 \/x2+16
16 16 16

__x? X2 1+16-X> \/L [2 3 4 " x24+16
\/1 x?+16 \/x2+16 x*+16  Vx“+16

1
Zur Berechnung der zweiten Ableitung schreibe ich  f'(x) = 4~(x2 +16) :

3 3 3
f'(x)= V16 Jx2+16 :x/x2+16 3 16 m 4

8x

£(x) = -4-(x2 +16)_2 Ox = _(xz+—16)2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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1 . it u- 2x
>-u' mit u=

f) f(x)=-1-arctan f' (x):%

1-x 1+u
2
_2'(1_)( )_(_2)()'2)(_2—2x2+4x2 _2+42%°

N

2

1 2+2x2 1 1+ X 1+x2 x2+1

1
f'(x)=—"- . = . - _
(x) 2 1+(4X§)2 (1—x2)2 (1—x2)2+4x2 W 1-2x2 +x* +4x2 x* +2x2 +1
1-x s

Jetzt muss man erkennen, dass der Nenner durch die 1. binomische Formel vereinfacht werden kann:

X2 +1 1

N 2 .2
(x2+1) X" +1

-1
Fur die Berechnung der 2. Ableitung schreibt man f'(x) = (x2 + 1)

-2 _
f"(x) = —(x2 + 1) 22X = _Lz oder f"(x)= Lz
(x2+1) (x2+1)
/1—x [ 2 1 . 1-x
f(x)=arctan,—— —Vx—x fi'(x) = -u' mit u=,——
9) ( ) % W 1( ) 1+U2 X

f(x)
1 tx=1(1-x)  Jx _1 -1

u'(x) =
= x? 2V1-x x? 2\/1—X'\/;3
X
R e = o oMY -y o
1(X) =% T Txitx R - )
e N = B R U YO
1-2x

B(x)=—
2 x—x2
-1 1-2x 2x -2

() =t'(x)-f2"(x) = 2Vx—x2 i 2Vx—x2 ) 2x

. o ~2(1-x)-v1-x M\h x | J-x 1—x
Trickumformung: = - =—
2\/x 1- x A1=x Jx - )V{ Jx X
Zweite Ableitung (des umrahmten Terms):
-1 . \/; __1 . 1-—x
f"(x):—z*/a 2Jx Erweitern mit 23/x+/1—x
X
-(1-x) 1

f"(x):_x-Z\/;\h—x _2X\/X—X2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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h) f(x):arctan(x-\/x+1) f'(x) = 12~u’ mit u=Xx-vx+1

_1+u
' 1 Ix+1-20x+1 X 2(x+1) X 3x+2
u'(x)=1-+vx+1+x- = + = + -
24x +1 2% +1 2Ux+1 20x+1 2Ux+1  2Ux+1
1 3x+2 3x+2

f'(x) = . =
() 1+x2(x+1) 24X +1 2\/x+1-(x3+x2+1)

Aufgabe 11

Beweise, dass der Graph von f(x) = arccos

punktsymmetrisch ist zu Z(1]?).

x—1
\/x2—2x+2

Loésung:

Zunachst berechnet man den Punkt Z bei x = 1:

yz =f(1)= arccos1 =arccos(0)=2

\/i 2

Behauptung:

K ist punktsymmetrisch zu Z(1 | %) .

Zum Beweis muss man zeigen, dass Z der
Mittelpunkt eines beliebigen Punktepaars P4 P, ist, wenn sie symmetrisch bzgl. Z liegen.

f(1-h)+f(1+h) =

d. h.zu P{(1=h|f(1-h)), Py(1+h|f(1+h)) ist 5 = baw. f(1-h)+f(1+h) ==
Nebenrechnungen:
1-h+1 -h -h
f(1-h) =arccos = arccos = arccos
JA=h)Z —2(1-h)+2 J1-2h+h? —242h+2 V1402
1+h+1 h

f(1+h) =arccos

= arccos = arccos

JA+h2—2(15h)+2 J1+2n+h? —2-2h+2 V1+h?

f(1-h)+f(1+h) =arccos

+ arccos

1+h 1+h?
R R
—a a

Im Text 47391 wurde dargestellt, dass die Funktion arccos(x) punktsymmetrisch zu Q(O | %) ist.

Daraus folgte die Beziehung: |arccos(—x) =n- arccos(x)|

Bei uns heiltt es dann arccos(—a) = n—arccos(a)
arccos(—a) +arccos(a)=m=
Und das heiltt ausfiihrlicher f(1-h)+f(1+h) ==

was zu beweisen war.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Anhang: Sehr ausfuhrliche Losung der Aufgabe 9d
arccos(x
f(x)= —( )
X
Definitionsbereich: Fur die Funktion u = g(x) = arccos(x) gilt Dy = [—1 ; 1]. ( Ty )
Also folgt fiir f: D¢ =[—-1; 1]\ {0} T |
Zahler = 0: arccos(x)=0 <« x=1,denn cos(0) = 1. e
Nenner = 0: x=0. ﬂ\
X
Auswertung fiir die Funktion: o T
Nullstellen: (Zanler =0 und Nenner =0:)  xy =1 -
Polstellen: (Nenner =0und Zahler #0:)  xp =0.
Auswertung fiir den Graphen K von f:
K ,schneidet" die x-Achse bei x = 1, also in N(1]0)
K hat die senkrechte Asymptote y = 0.
Ableitung: Die Quotientenregel liefert: f'(x) = arccos'(x)- x ;1 -arccos(x)
X
Wegen arccos'(x) = — ! folgt:
1-x
_ > -X —arccos(x)
f'(x)= 1-X 5 | Erweitern mit V1-x? ergibt:
X
f'(x) —x—V1- x2 -arccos(x) X+ V1-x2 -arccos(x)
x2~\/1—x2 x2~\/1—x2
Monotonieuntersuchung von f':
Zunachst gilt fir alle x D : arccos(x)>0 und V1- x?>0.

Fiir x>0 sind somit Zahler und Nenner positiv, also f'(x) <0

Weil fin ] 0;1 ] stetig ist, fallt somit in diesem Intervall f streng monoton.

Fur x<0 ist das Verhalten des Zahlers von f' nicht sofort zu erkennen.
Zunachst helfen zwei Ableitungswerte weiter:
'(-0,9)~-0,773 und f'(-0,95)~ 0,241
Wegen der Stetigkeit bedeutet dies, dass im Intervall ] -0,95;-0,9 [ eine Nullstelle von f'
liegen muss. Fur das Schaubild F bedeutet dies, dass f links davon steigt, rechts davon fallt.

Also besitzt K in diesem Intervall einen Hochpunkt.

Die Berechnung der Extremstelle erfolgt auf jeden Fall mit einem Rechner. Wenn man ,nur®
einen einfachen wissenschaftlichen Rechner zur Verfligung, kann man das Newtonsche

lterationsverfahren verwenden, im Andern Falle z. B. einen CAS-Rechner.

Friedrich Buckel
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(1) Berechnung dieser Extremstelle mit dem Newtonschen Naherungsverfahren:

Essei h(x)=x++v1- x? -arccos(x). h hat diese Ableitung:

h'(x) :1+i-arccos(x)+\/1 I
2V1-x? 1-x2

X -arccos(x)—1= X -arccos(x).
1-x2 1-x2

h'(x)=1-

Newtonsche lterationsformel:

h(xg) . _ Xp +\/1—xn2 -arccos(X,) _Xn -\/1—xn2 +(1 —xnz)-arccos(xn)

T n
_X — .
h'(xp) D arccos(x,) X, -arccos(x,, )

‘l—xn2

Xn+1 = Xp

Auf Grund von f'(—0,9) ~-0,773 und f'(—0,95) ~ 0,241
wahle ich den Startwert x, = -0,94.

Nun folgt Taschenrechnerarbeit ...

(2) Berechnung der Extremstelle mit einem CAS-Rechner: Solve (f1(x)=0)

{x=—0.9416804582}
Erg.: K hat den Hochpunkt H(—O,942|—2,972). F(=0.942) 8

-2.971695214

Ohne Rechner geht als hier nichts

Wie verhalten sich die Tangentensteigungen bei Annaherung an dien Randpunkte?

X+V1- x2 -arccos(x)

Die Ableitung f'(x) =— liefert fir x = +1 keinen Wert, weil der Nenner 0
x2 . \/1 —x?

wird. Schiler neigen dazu, so zu argumentieren: f(1) = —% = Das ist verboten.

Man kann jedoch sagen: f' hat bei x =+1 eine Polstelle, weil der Nenner 0 wird, nicht aber

der Zahler. Polstelle bedeutet: Bei Annaherung gehen die Werte gehen +oo .

Fiir x>0 ist f'(x) <0, also folgt aus x > 1- f'(x) > —.
Da bei x =1 der Randpunkt N(1 | O) liegt, hat K dort eine senkrechte Tangente, an die sich K

von links kommend fallend annéahert.

Fir x - -1+ kann man nicht sofort sagen, dass K im Intervall [—1 ; xH] steigt. Wir haben nur gezeigt,
dass f' im Intervall ] -0,95;-0,9 [ eine Nullstelle hat und dass f'(—0,95) ~ 0,241>0 ist. Aber

es besteht keine Erkenntnis dartiber, was zwischen -1 und -0,95 passiert.

Hier hilft es, wenn man x = -1 + h verwendet: Fir h — 0 erreicht man dann x —» -1:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Untersuchung des Zahlers:

Z = x+V1-x2 -arccos(x) = —1+h +4/1 —(-1+ h)2 -arccos(—1+h)
Z=-1+h++1-(1-2h +h?).arccos(-1+h)

Z=-1+h+v2h-h? -arccos(—1+h)

lim Z = —1+[0]+ lim V2h—h? - lim arccos(-1+h)

h—0 h—0 h—0
limZ=-1+0-arccos(-1)=-1+0-nw=-1

h—0
X+ V1-x2 -arccos(x)
x? -\/1—x2

fur h > 0 der Zahler gegen -1 geht, und fur x = —1 der Nenner positiv ist, also

Daraus kann man schlieRen, dass bei f'(x) =

ist flir h — 0 aber x > -1 der Bruch negativ und somit f'(x)>0.

Jetzt weild man, dass K im linken Randpunkt L(—1 | —n) eine senkrechte Tangente hat (Polstelle

von f') und ab da steigt.

Es ist noch nicht geklart, wie sich K von links an die senkrechte Asymptote x =0
annéahert.

_x+\/1— x2 -arccos(x)
xz-\/1—x2

den Zahler: Z = x+v1-x? -arccos(x) .

Weil in f'(x) = der Nenner immer positiv ist, untersucht man wieder nur

Lasst man x <0 gegen 0 gehen, geht V1- x?> —>1, und arccos(x) — %

Also geht der Zahler gegen 0+1-7 =7 und ist positiv.
Damit nahert sich f'(x) mit negativen Wert dem Wert — an.
K nahert sich also von links fallend der senkrechten Asymptote y-Achse an.

4 T D

Und nun die Wertmenge i

Wir wissen nicht, ob es dann vor der bekannten I
Extremstelle nochmals weitere Extrempunkte von K gibt, I

also Vorzeichenwechsel von f'.

5]

Ich will das auch nicht weiter untersuchen.)

-

Unter der Annahme, dass das nicht der Fall ist, kann man

X

A

-1 -0,75 -0,5 -0,25 025 05 075

L=}

dann die Wertmenge von f angeben:
Wi =R\ |y ;0 [ ~R\]-2972;0 [
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